Rozwigzanie zad. 3 (kolokwium z RPiS, 6 grudnia 2008)

Zadanie 3 (25 punktow) Z kliki o n wierzchotkach wybieramy podgraf G =
G(n,p) w ten sposdb, ze kazda krawed? jest niezaleznie wybrana z prawdopo-

dobieristwem p lub nie wybrana z prawdopodobieristwem 1 — p. Dla powstalego
grafu G:

1. Oblicz prawdopodobieristwo, ze ustalony wierzchotek jest izolowany (2 punkty).
2. Oblicz warto$é oczekiwang liczby wierzchotkéw izolowanych (5 punktéw).

3. Wykaz, zZe wariancja liczby izolowanych wierzchotkow jest réwna
n(1=p)" " +n(l—p)*" P (np —1)
(8 punktow).

4. Wykaz, ze gdy p = c- @ dla pewnej statej ¢ < 1, to prawdopodobieristwo,
ze G ma wierzchotek izolowany dgzy do 1, gdy n dgzy do nieskoriczonosci
(10 punktow).

Wskazowka: Skorzystaj z wyniku poprzedniego podpunktu i odpowiedniej
nierownosci.

Rozwiazanie

1. Ustalony wierzchotek jest izolowany wtedy i tylko wtedy, gdy zadna z kra-
wedzi z nim incydentych nie zostala wylosowana. Tych krawedzi jest n—1
a prawdopodobieiistwo, ze pojedyricza krawedZ nie zostanie wylosowana
wynosi 1 —p. A zatem, prawdopodobienistwo, ze ustalony wierzchotek jest
izolowany wynosi (1 —p)"~1.

2. Dla kazdego wierzchotka v grafu G(n, p), niech X,, bedzie zmienng indyku-
jaca wydarzenie, ze v jest wierzcholtkiem izolowanym. Kazda ze zmiennych
X, ma rozklad dwupunktowy o nosniku {0, 1} oraz wartosci oczekiwanej
rownej (1 — p)" 1. Przez I, oznaczmy sume tych zmiennych losowych.
A zatem, I, interpretuje sie jako liczbe izolowanych wierzchotkow. Jej
wartos¢ oczekiwana wynosi

ElL=E[X;+Xo+...+ X, ] =n(1—p)"1,

na mocy liniowosci wartosci oczekiwanej.



3. Obliczymy teraz wariancje zmiennej I,,.

Var(l,] = Var [ Z XU]

= B[(x - B
- E[Z (Xu — E[X.]) (X, — E[X”])}

,U

= 3 B[(¥u - BIX) (X, - BLX)]
= Y B[ - B’ + X B[(X - BIX) (X, - EIX)]

uFv
= nVar(Xy) +n(n—1) E[(Xl — E[Xy]) (X2 — E[XQ})}, (1)
gdzie zmienne u, v przebiegaja po zbiorze wierzchotkéw grafu oraz 11 2 sg
dowolnymi dwoma spoéroéd nich. Dowolno$é wyboru tych wierzchotku jest

uzasadniona tym, ze sposob losowania grafu jest niezmienniczy ze wzgledu
na permutacje wierzchotkéw.

Sprawdzimy, ze
Var[X,] = (1 —p)" " — (1 —p)**~2 (2)
oraz, ze

B[(X: - B[X4) (X> — B[Xa))| = (1= "% . (3)

Faktycznie:
Var[Xi] = E[X?] — E[X1]?

przy czym X? = X; gdyz zmienna ta ma wartosci 0 lub 1. Tak wiec,

Var[X,] = E[X1] - E[X1)* =1 —-p)" ' — (1 —p)*" 2

7 kolei
E[(X1 — B[X1]) (X2 — E[Xﬂ)} = E[Xi-Xo] - E[X1]E[X))]
— PXi=1AX,=1—(1-p)" 1)
Y- p)r (1)
= (1-p**(1-01-p)
= p(l-p)*°.

W przejsciu (x) skorzystalismy z obserwacji, ze X1 = 1 A Xo = 1 wtedy i
tylko wtedy, gdy nie wylosowano zadnej z 2n — 3 krawedzi wychodzacych
z wierzcholkéw 1 lub 2, a prawdopodobienistwo tego wydarzenia to (1 —
p)?"=3. (Tych krawedzi jest 2n — 3 bo z wierzchotka 1 wychodzi n — 1
krawedzi, a z wierzchotka 2 tez wychodzi n — 1 krawedzi, ale jedna jest
wspolna).

Po wstawieniu réwnosci (2) oraz (3) do (1), otrzymujemy zadany wynik.



4. Na mocy nieréwnosci Czebyszewa (to zastosowanie nosi nazwe ,metody
drugiego momentu”),

PlI,=0] = P[I,—E[l,)=—E[L)]]
< P[|I,- E[L]| > E[L)]]
Var[l,]
< .
= B[P

Aby wykazaé zbieznosé lewej strony do 0, wystarczy nam wykazaé, ze
prawa strona nieréwnosci zbiega do 0.

Gdy p = c% i ¢ < 1, nietrudno jest wykazaé¢ nastepujace zbieznosci

przy n — oo:

VarlX,] _ (1—p)"' — (1 - p)*"

"ELE " O
E[(Xl —E[Xl])(X2_E[X2]):| (1—p)2n=3.p
n(n —1) El2 =n(n—1) (n(1—p)»1)2 —0.
Var[l,]

A zatem, ze wzoru (1), B 0, wiec tym bardziej Pr[l, = 0] — 0 gdy
n — 00, stad, z prawdopodobieristwem dazacym do 1 istnieje izolowany
wierzchotek.



